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Zur  Theorie  allgemeiner  Zetafunktionen.  II. 
Von 
P  AUL  EpSTEIN  in  Straßburg i.jE. 
In  einer  kürzlich  erschienenen  Abhandlung  hat  Herr  Herglotz*) 
das  Problem  der  Inbaltsbestimmung  einer  von  einer  analytischen  Kurve 
umschlossenen  Fläche  auf die  Untersuchung  einer  Klasse  von  Funktionen 
Z(8, n) = ~  (~+  ib~  (n =  0,4, 8,  12, ...  ) 
8+--
a,b  (a2 + b2)  2 
zurückgeführt,  die  eine  nahe  Verwandtschaft  mit  der  Riemannschen 
Funktion  ~(8)  zeigen.  Dies  veranlaßt  mich,  in  der  vorliegenden  Arbeit 
den  Nachweis  zu führen,  daß  diese  Funktionen in sehr engem Zusammen-
hang mit denjenigen Funktionen stehen, die  ich in meiner ersten Arbeit**) 
als  Zeta{unktionen  zweiter  Ordnung  bezeichnet habe,  so  daß  sämtliche  von 
Herrn Herglotz  gefundenen  Eigenschaften  der  Funktionen  Z (8, n)  direkt 
aus  den  Eigenschaften  jener  abgeleitet  werden  können.  Es  wird  dabei 
eine  Begriffs  bestimmung  der Funktionen  Z (8, n)  mit Hilfe  gewisser  Diffe-
rentialoperationen  zugrunde  gelegt,  die  sich  - wie  weiterhin  gezeigt 
wird  - in sehr allgemeiner  Weise  auf Zetafunktionen  beliebiger  Ordnung 
übertragen  läßt. 
§1. 
Mit  einer  geringen  Modifikation  der  in  meiner  ersten  Arbeit  ge-
gebenen  Definition  soll  unter  einer  Zeta{unktion  pter  Ordnung  mit  der 
Oh  kt  . t'k I  91  92  ... 9p '  ..  h t  d'  1!  h  R'h  ara  er1s 1  h  h  ... h  I zunac  S  1e  p-lac e  e1  e 
1  2  P 
2rtiL; m!,lt/l 
(1)  Z \9192'"  9pl (s)  =  ~  ... ~  ~ __  !_I  _ 
\h1 h2 • .. h  p  ~  ~  !?..~ 
P  m1  m  2 
'P  p((m+g)) 
*)  "Ober die  analytische Fortsetzung  gewisser  Dirichletscher Reihen".  Math. 
Ann.  Bd.  61,  S.  551. 
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verstanden  werden.  Darin  bedeutet 
p  p 
q;((X))  = ~  ~  a;'IVxflX~ 
/-l==1  v==l 
eine  quadratische Form mit nicht verschwindender  Determinante A,  deren 
reeller  Teil  positiv  ist;  gu g2'  .. "  gp;  hv  h2, .. "  hp  sind  irgend  welche 
reellen  Zahlen,  und  die  Summationsindizes  durchlaufen  alle  ganzzahligen 
Werte von  - 00  bis  + 00; nur wenn  alle  Zahlen  gl"  . " gp  ganze  Zahlen 
sind,  ist  diejenige  Kombination  der  Summationsbuchstaben  wegzulassen, 
bei  der  der  Nenner  identisch  verschwinden  würde. 
Die  obige  Reihe  konvergiert,  sobald  der  reelle  Teil  von  s  größer 
als  1  ist.  Um  die  Zetafunktion  für  alle  komplexen  Werte  von  s  zu 
definieren,  benutzen  wir  die  Integraldarstellung 
ps  00  ps 
7t  - 2 r (~S) z  !~! (S)qJ = f dz . Z2-1 
it  I~I (z)cp, 
o 
worm  it I  ~ I  (z)tp  die  Thetareihe pter Ordnung 
I 
g I  ~  """'  -Jtzcp«u+m»+2Jti 2J m;.t  h,t 
(2)  it  h  (z) tp  =.:::;.;  . . '':::;';  e  t-t 
m1  mp 
bedeutet.  Für sie  besteht  die  Transformationsformel *) 
- 27ti ~  U/-l  h;.t 
it I  ~ I  (z)tp  =  e  ~  fl  it I  ~  gl  (!)~, 
z2 Vb: 
(3) 
wobei  lp  die  zu tp reziproke  Form ist.  Mit Hilfe dieser Formel erhalten wir 
00 
-2tti2J  U,U hfl,l"  ~!:.-s) -1  7.  e  tt  ~  Tb  + ---- dz . z  it I  f (z)- VA  ~  -g  cp 
1 
und  dies  definiert, die  Zetafunktion  pter Ordnung  für  jeden Wert  von  s, 
sobald  nicht  gleichzeitig  alle  Zahlen  g  und  h  ganzzahlig  sind. 
Sind  aber  alle  Zahlen  g  oder  h  ganzzahlig,  so  genügt  es,  sie  alle 
gleich  Null  anzunehmen,  und  es  bestehen  dann  die  Formeln: 
*)  Wegen  des Vorzeichens  von VK  vgl. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen. Zur  Theorie  allgemeiner Zetafunktionen.  Ir.  207 
1)  alle  9  gleich  Null: 
,,-"; r (~8) Z  I  ~ I  (s)~ = - is +Jaz. Z';-1 (4} I  ~ I  (z)~ - 1) 
1 
(X) 
1  r  p(l-s)  1 
+  Vii} dz· Z-2-- &I~I (z)q;; 
1 
2)  alle  h  .. gleich  Null: 
/','  r (~) z I  ~ I  (s)~ = PVl', ~8-1) +  j:z.  Z";-1  4} I  ~ I  (z)? 
1 
3)  alle  Zahlen g  und  h  gleich  Null: 
,,-"; r ~28) Z I  ~ I  (s)~ =  PVt> ~'-1)  - :.  +/az.  Z'-,'-1  (4} I  ~ I  (z)~ -1) 
1 
Aus  diesen  Formeln  erkennt  man  den  für  alle  Zetafunktionen  geltenden 
Fundamentalsatz : 
P8  -27ti,Egf(hf(  p(l-s) 
(5)  n-2  r (~~) z  i~l (s)cp  e  ~  n --2- r (P(l;- V)  Z I  ~  gl (1 - s)q; 
Die  Zetafunktionen  haben folgende  allgemeinen  Eigenschaften: 
1)  Solange  nicht  alle  Zahlen  h  ganze  Zahlen  sind,  sind  die  Zeta-
funktionen  ganze  transzendente  Funktionen von  s. 
2)  Sind  alle  Zahlen  h  ganzzahlig,  so  wird  die  Zetafunktion  nur für 
s =  1  zur  ersten  Ordnung  unstetig,  und  es  ist 
P 
(6)  I
gl  21i2  1 
Z  h  I  (s)cp  =  ( P)  8 _  1 +  Co +  Cl (s - 1) + ... 
p-y6 r  "2 
3)  Alle  Zetafunktionen  verschwinden  in  den  Punkten 
2k 
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4)  Für  s =  0  verschwinden  die  Zetafunktionen  jeder  Charakteristik, 
außer  wenn  alle  Zahlen  g  ganze  Zahlen  sind.  In diesem  Fall ist 
-21ti E Uf1  hft 
Z I  ~ \  (0) =  - e  f1  • 
Auf  Grund  der  Bemerkung  von  Herrn Minkowski,  die 
zu  seiner  Arbeit  veranlaßt  hat, kann  man  schließen,  daß 
~iEl (s - 1) Z I  ~ : : :  ~ I (s)cp 
Herrn  Herglotz 
das  Volumen  des  Ellipsoids  fP ((x)) < 1  darstellt,  welches,  wie  bekannt, 
mit  wichtigen  Sätzen  aus  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  von 
p Variablen  in  engem  Zusammenhang  steht. *) 
Es liegt  nahe,  nun  auch  Funktionen  aufzusuchen,  die  der  Riemann-
sehen  Funktion  ~ (t)  entsprechen,  jedoch  ist  der  Fundamentalsatz  (5)  in 
der  Form,  wie  er  hier  vorliegt,  dazu  nicht  geeignet,  denn  zu  beiden 
Seiten stehen  zwei  verschiedene Zetafunktionen.  Definiert  man  aber  neue 
Funktionen  ~ I  ~~ : : :  ~: \  (s)cp  durch  die  Gleichung 
(7)  iI  A e1t 
i 1J g f1ltf1  Z I  g I (s)  +  -~  e  -1t i E (I,tt hf( Z I  h  I  (s)- =  ~  ~ I  g I (s) 
h I  cp  ~  1- g  'J'  phi  cp' 
so  ist zunächst 
(8)  ~ I  ~ \  (s)cp  =  ~ I :.  g I  (s)cp 
und  der  Fundamentalsatz  erhält  eine  Fassung,  die  ganz  genau  dem  Satz 
über  die  Riemannsche  ~  -Funktion  eutspricht,  daß  nämlich  das  ProdJukt 
ps 
n-1: r ~8) ~ I  ~ I  (s)cp 
bei  der  Vertauschung  von  s mit 1 - s ungeändert  bleibt. 
Zur  Integraldarstellung  dieser  neuen  Funktionen,  die  wir  hier nicht 
im  einzelnen  ausführen  wollen,  wird  man  an Stelle  der  bisher  benutzten 
Thetareihe  ebenfalls  eine  modifizierte  Funktion 
1ti2}g u hf1  I  -1tiEgf(hf1 
(9) iI  A e  !I'  ~ I  ~  I  (z)cp + VA  e  1t  {TI:'  gl  (z)cp  =  ;  0 j ~ I  (z)(P 
-einführen;  es  ist dann 
01  ~ 1  (z)cp  =  01 ~  gl  (z)(j 
und  die  Transformationsformel lautet 
*)  Vgl.  Minkowski, Geometrie  der Zahlen, S.  122 u.  S.  198;  Journal für Math. 
Bd. 129,  S.  254 ff. Zur  Theorie  allgemeiner Zetafunktionen.  II. 
Setzen  wir jetzt 
so  ist  die  Funktion 
(J 0) 
1 + .  s=- t't 
2  ' 
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eine  gerade  und  ganze  transzendente  Funktion  von  t,  für  die  man  bei 
allgemeiner  Charakteristik  die  Darstellung  hat: 
~ I  ~ I  (t)~ = - (+ + t·)J.1 i I  (f!)~' zt-
1 
cos  (~t log s) de. 
i 
Sind  aber  alle  Zahlen  g  und  h  Null,  so  ist 
Daneben  besteht  die  für jede  Charakteristik  gültige  Darstellung 
00 
(11)  ~ I  ~ I  (t)~ = ;,j:.  (/0+1 (')' I  ~ I  (s)~) s -f  cos  ~2t log s) da, 
i 
und  so  ist  auch  hier  der  genaueste Anschluß  an  die  Riemannschen  Ent-
wicklungen  gewonnen. 
Alle  ;-Funktionen besitzen  als  Funktionen  von  t'J  die  Höhe  Null. 
§ 2. 
Der  allgemeinen  Zetafunktion  zweiter  Ordnung  wird  die  quadratische 
Form 
(1)  cp  =  ax2 + 2bxy +  cy2 =  a(x - roy)  (x - 0)' y) 
mit  der  Determinante 
ß  =  ac - b2 
zugrunde  gelegt.  Dabei  sind 
(2) 
,  b  q/A 
0) =----- a  a 
die  Lösungen  der  quadratischen  Gleichung  az2 + 2bz + c = O. 
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Die  Elemente  der  Charakteristik  sehen  wir  als  veränderlich  an  und 
bezeichnen  sie  mit  I  VI  v!l,  ferner  schreiben  wir  zur  Abkürzung 
U1  U! 
m1u1 + m2u2 =  Emu] 
und  weiter 
(3) 
und  haben  dann  als  allgemeine  Zetafunktion  zweiter  Ordnung 
(4 ) 
Eine  besondere  Eigenschaft  dieser  Funktionen,  die  für  Zetafunktionen 
höherer  Ordnung  nicht  allgemein  zutrifft,  besteht  darin,  daß  sich  die 
mit der reziproken Form Cj5  gebildeten Funktionen auf Funktionen desselben 
Arguments  s  zur  Form  f{J  zurückführen  lassen.  Es  ist nämlich 
(5)  if; =  ~ (cx2  - 2bxy + ay2), 
und  man  sieht  leicht,  daß 
(6) 
ist.  Aus  diesem  Grunde lautet der Fundamentalsatz  für  diese Funktionen: 
I  I 
-21ti[uv]  I  I 
(7)  n-8 r(s)Z  VI Vi  (s)  =~----l- n-(1-8) r (1-s) Z 1- U! _  U 1 I (1-s)  . 
~!-1 U!  cP  /:18-2 
V!  VI  cP 
Sei  nun  <t>  irgend  eine  Funktion,  die  von  der  Form  f{J  und  den 
Variablenpaaren U1,  U2 und Vv v2  abhängt;  wir definieren  dann  zwei  Diffe-
rentialoperationen : 
04>  04>  .  D<1>  =  --- - ro -- +  2n~(v - rov)<1>  o  U1  OU2  1  2' 
0<1>  04>  D1 <1>  =  ro  - + -- OV1  OV! 
(8) 
und  stellen  zunächst  fest,  daß  diese  Operationen  vertauschbar  sind:  , 
(9)  DD1 <1>  =  D1D<t>. 
Wenden  wir  sie  auf die  Zetafunktion  an,  so  ergibt  sich: 
(10) 
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Es  lassen  sich  also  die  Operationen  D  und  D1  bei  der  Zetafunktion 
aufeinander  zurückführen,  und  man  braucht nur  eine,  z.  B.  die  Operation 
D,  beizubehalten.  Die  n-malige  Wiederholung  der  Operationen  liefert 
noch  nach  (11)  die  allgemeine  Formel 
Dt  Z I  VI  Vi  \ (8)  u
1 u2  cp 
(12) 
=  (- 1)n 8  (8 +  1) (8 + 2) ...  (8 + n - 1) (~)n]Jn  Z I  VI  Vi  \ (8 + n)  . 
n  ulUs  cP 
Man  erhält  nun  unschwer 
(13) 
und  wird  so  - wenn  man noch  8 + ;  an Stelle  von  8  setzt - zu  einer 
Reihe  von  Funktionen 
I 




(14)  Z  (8,  n)cp - n  , 
u1 ui  cp«m +  V»8+2" 
(n =  1, 2, 3, ...  ) 
geführt,  die  wir  als  abgeleitete  Zetaf'unktionen  bezeichnen. 
Unter  diesen  Funktionen  sind  die  von  Herrn Herglotz betrachteten 
als  ganz  spezielle  Fälle  enthalten;  es  liegt  ihnen  die  Form  xl! + y2  zu-
grunde  und  es  sind  nach Ausführung  der  Operation Dn  alle  Elemente  der 
Charakteristik  Null  zu  setzen. 
Den  Fundamentalsatz  für  die  abgeleiteten  Zetafunktionen  findet  man 
durch  Anwendung  der  Operation  D  auf Gleichung  (7).  Dabei  ist zu  be-
achten,  daß  in den  beiden dort auftretenden  Zetafunktionen  die  Elemente 
der  ersten  und  zweiten  Reihe  der Charakteristik vertauscht  sind;  dies  hat 
zur  Folge,  daß  eine  Operation  D  auf der  linken  Seite  eine  Operation  D1 
auf  der  rechten  nach  sich  zieht.  Man  erhält so: 
oder  mit Benutzung  von  (12): 
n-: ' r  (8) JJn Z  lVI V21  (s)  u1 u2  cP 
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Setzt  man  jetzt  s + ;  an  Stelle  von  s,  so  ergibt  sich  der  Funda~ 
mentalsatz  der  abgeleiteten  Zeta(unktionen: 
~- 8 r (; + s) z I  ~  :: I  ~  s,  n)~ 
(15)  =  ~21ti[U1)]  ~-(1-8)r (~+  1-s)  Z l-u2 _  U1 I  (1  - s, n)  . 
8-.1.  2  v2  vl  ~ 
!::,.  2  • 
Werden durch die  Gleichung (14)  die  abgeleiteten Zetafunktionen nur 
innerhalb  der  Konvergenzgebiete  der  jeweiligen  Doppelreihen  dargestellt, 
so  kann man  aus  der Definition  mit Hilfe  der D-Operation  schließen, daß 
diese  Funktionen  über  alle  Werte  von  s fortsetzbar  sind.  Will  man  all-
gemein  gültige  Integraldarstellungen  haben,  so  geht  man  von  den  ent-
sprechenden  Darstellungen der ursprünglichen Zetafunktionen  zweiter  Ord-
nung  aus  und  wendet  auf  die  dort  auftretenden  Thetareihen  die  Opera-
tionen  D  und  D1  an.  Setzt  man 
(16)  ~  ~  [m + v  Jne-1tZ~«(m+v))+21ti[mU] =  {t  1;1~: I  (z,  n)cp, 
m 1  % 
so  ist 
und  es  besteht  die  Transformationsgleichung 
4t  lVI V 2 !  (  )  (l)n  e-
2
:n:i[uv]  {t /-U2  U1 I ( 1  ) 
U
1 U2  $, n cp =  - zn +  1 (v'AY~  +  1  VI!  - VI  Z 1:1 ,n Cf' 
Hiermit findet  man  leicht  die  überall  gültige  Integraldarstellung *) 
aus  der  man  nochmals  den  Fundamentalsatz  (15)  ablesen  kann.  Man  er-
kennt hieraus auch,  daß  alle  abgeleiteten  Zetafunktionen  ganze  flranszendente 
Funktt'onen  von  s  sind,  un~  es  folgt  dann  weiter,  daß  die  Funktion 
Z  I:::: I  (s,  n)  für  s = - ;, - (; + 1),  - (; + 2), ... verschwindet. 
*)  Man  sieht ohne  weiteres,  daß  man  bei  den  speziellen  von  Herrn Her  g 10 tz 
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§ 3. 
Will  man  die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  auf Zetafunk-
tionen  VOll  beliebiger  Ordnung  ausdehnen,  so  wird  man  in  folgender 
Weise  vorgehen. 
Es  sei  <t>  irgend  eine  Funktion,  die  von  zwei  Reihen  von  je p  Va-
riablen  Uv  U2,  .• "  r/;(;p'  vl1 v2,  •• "  vp,  sowie  von  den  Koeffizienten  .einer 
quadratischen  Form  (}J((x))  =  1J1Ja~I"X~tX"  abhängt.  Es  mögen  dann  zwei 
Differentialoperationen  definiert  werden: 
D  <t>  =  ~I ~  <P  +  ~2 ~  et>  + ... + ~p ~  et>  +  2 ni  (~l vl +  ~2  V2 +  .... +  ~ v ) <t>  (/U1 
(/u~  (/up  l'  P  , 
(1)  0<1>  0<1>  oet> 
D  <t>  = x  - +  x  -- + ... +  x  -
1  1 0  '1.11  2  0  '1.12  P 0  V  P , 
worin  die  Koeffizienten  ~u .. "  ~p, xl1 ,  .  "  xp  in noch  näher zu  hestimmen-
der  Weise  von  den  aft"  abhängen.  Wir verlangen  nun  zunächst,  daß  die 
Operationen D und DI  vertauschbar  sein sollen, und finden leicht,  daß  dann 
die  Koeffizienten  die  Bedingung 
(2)  GI Xl +  ~2X2 + ... + ;pxp =  0 
erfüllen  müssen. 
Wir wenden  jetzt diese  Operationen  auf  die  allgemeine  Zetafunktion 
j  '1.11  v2  ••• vp I  ""  ""  e2ni
[mu] 
Z  ! u  u  ...  U  (S)cp  =  ..:;,,;  ...  ..:;,,;  p.~ 
\  1  2  P  -
,  m1  mp  qJ  (( m +  v))  2 
an,  wobei 
[muJ =  m1u1 +  m2u2 + ... +  mpup 
ist,  ';lld  finden,  wenn  zur  Abkürzung 
(3)  ~l(ml +  VI) + g2(m2 +  v2) + ... +  ~p(mp +  vp)  =  [m +  v] 
gesetzt  wird: 
(4)  DZ I  : I  (s)qJ  =  2ni ~  ... ~  [m +  v] e2ni:UJ  . 
qJ  ((m+v))2 
Dagegen  wird: 
D Z I 
v I  ( )  :2  ~  'Yl (m1 +  '1.11) +  ... +  yp(mp+  vp)  e2ni[muJ 
1  S  =  - ps  ...  , 
~t  cp  ~+1 
q>«m+v~2 
und  darin  ist 
Vi =  ui1x1 +  ai2x2 + ... +  aipxp' 
Wir stellen  nun  die  weitere  Forderung auf,  daß  diese  Yi  den  Zahlen 
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all Xl  +  a 12  X 2 + ... +  all'  XI' =  t-t;11 
(5)  a2l:X1  + a22  X 2 + ... + a,l' xl' =  t-t;" 
aplx1  +  a .... 2 X j  + ., . + a  X  =  11.; 
- 111'  I'  r- I' 
erfüllt  sein.  Dann gilt  für  die allgemel:ne  Zetafunktion  der  Satz: 
(6)  Dl  Z I :  I (s)cp  =  - ps~ D Z I v  I'  (8 +  ~) 
2 n~  . u  p  tp' 
so  daß  sich also  die  Operation D 1  auf die  Operation D  zurückführen läßt. 
Sind 
- 1  o~  au  =  - - -'::l-
A  uajk 
die  Koeffizienten  der  zu  fP  reziproken Form  gy,  so  ergibt  die  Auflösung 
des  Gleichungssystems  (5): 
(7)  ~ Xi =  äi1;1 +  ai2~2 + ... + ail';l"  (i =  1,2"  . " p), 
und  wenn  man  zu  (5)  und  (7)  die Bedingung (2)  hinzunimmt,  so  sieht 
man,  daß  durch Einsetzung der Xl' ..  "  XI'  die Form  rp,  dagegen  durch Ein-
setzung  der  ;1' .. " ~p ihre Reziproke zum Verschwinden  gebracht wird,  also 
(8)  fP (x)) =  0,  g;((;)) =  O. 
Solche Systeme der  x  und ;  lassen  sich allgemein  in  folgender Weise 
ermitteln.  Es  sei 
(9)  Xi =  eilz1 + Ci2Z2  + ... + Cil'sl"  'Ci  =  1,2, .. " p) 
eine  lineare  Substitution,  durch die  die  Form  rp  in  eine  Summe  von  Qua-
draten  übergeführt  wird,  so  daß  also: 
(10) 
Nun  ist nach  (5) 
1  ocp  1  "" of  OZk 
~~i =  2  oa;· ="2 ~  oet aXt; 
1.  k 
sind also  Cu  die  Elemente  des .zum  System  der  (cu)  reziproken  Systems, 
so  ist 
(11)  P,~i=C1ißl + C2iZ2 + .. .  +cp,zp'  (i=1,2, ...  ,p). 
Die Gleichungssysteme  (9) und (11) stellen lineare Substitutionen vor, 
durch  die,  mit Erfüllung  der Bedingung (2),  die Formen  rp  und  ip  simultan 
in  eine  Summe  von  Quadraten  übergefdhrt  werden.  Nun  verschwindet 
die  Form  f((z))  für  solche  Werte,  de~  Su •• "  z'P'  die  durch  eine  ortho-
gonale  Substitution aus  den pten Emheitswurseln  c11  E2,  •• "  CI'  hervorgehen. Zur  Theorie  allgemeiner  Zetafunktionen.  H.  215 
Sind  also  qik  die  Elemente  einer  orthogonalen  Substitution,  so  hat man 
in  (9)  und  (11) 
(12)  Zi =  qu  Cl +  qiaCj + ... +  qipcp 
zu  nehmen,  um  Werte  der  x  und  ;  mit den  gewünschten  Eigenschaften 
zu  erhalten.  Zu  jeder  Form  cp  gehören  also  in  völlig  angebbarer  Weise 
Systeme  von  2p Zahlen  (~l'  ~Il' .... '.'  ~P ), die  die  Bedingungen (2)  und  (5) 
S1'  SI!'  'P 
erfüllen,  und  wir  können  sagen:  Die  Zahlen  der  ersten  Reihe  für  eine 
FQrm  cp  sind  Zahlen  der  zweiten  Reihe  für  die  reziproke  Form  fj5.  Die 
Größe  I'"  bleibt  unbestimmt,  aber  eine Vergleichung  der  Formeln  (5)  und 
(7)  zeigt:  Wählt man  zu  einer  Form  rp  die  Größe  11,  so  gehört zur  rezi-
proken  Form  die  Größe  ~. 
Wir definieren  nun  die  abgeleiteten  Zetafunktionen,  indem  wir 
(13)  _1_ D'" Z I  VI ••• vp I  j s + !:)  = z \  VI  ••• vI' I  (~, n)  , 
(2 n~Y/'  ut  •  •  •  up  \  P  cP  I u1 ••• up  cp 
(n = 1, 2, 3, ...  ) 
setzen,  und  erhalten  für  sie  unschwer  die  Reihendarst~llung: 
(14)  Z I  v I  (s  n)  =  ~  ... ~  [m  +V]ne2ni(mu~. 
U  '  cp  ~  ~  2.(1"+"') 
rrt1  mp  <p((m +  v)) 2 
Zur Ableitung  des Fundamentalsatzes für  diese  Funktionen  haben wir 
zunächst  durch  wiederholte  Anwendung  der  Formel  (6): 
D1  n Z I  V  I  (s)q> 
(15)  .  u 
=  (~r  P28  ~28 + 1)  ~28 + 2) ... (~8 + n  - 1) Dn Z  I : I (s + 2pn)  cp  • 
Übt  man  nun  auf  ~ormel (5)  in § 1  wiederholt  unsere  Operationen 
aus,  80  ist  nach  den  obigen  Festsetzungen über  die  Zahlen  x und; klar, 
daß  eine  Operation  D  auf  der  linken  Seite  eine  Operation  D1  auf  der 
rechten  nach  sich zieht;  man erhält so  mit Rücksicht  auf (15): 
p8 
7t -2 r  (~8) IJn Z I : I  (s)cp 
=  (i..)n e-
21ti[uvJ  7t_1!..~1;8)-n r (P(l-S) + n) D"'Z I  U I (1 _ s  +  2n)_ 
fL  v'  A  2  - V  P  tp' 
und  wenn  man  jetzt s + ~ an  Stelle  von  s einführt,  so  folgt  der Funda-
P 
mentalsatz  der  abgeleiteten  Zetafunktionen *) : 
*)  Die  unbestimmt gelassene  Größe  /L  tritt hier,  wie  in (16),  nur scheinbar auf. 216  PAUL  EpSTEIN.  Zur Theorie  allgemeiner Zetafunktionen.  II. 
ps 
7t -"2 r (P 
8 +- ~) Z  I v I  (s  n) 
2  ,  I u  '  cp 
(i)n  e-2ni[uvJ  _p(1-8)  (P(l-S)+n)  I  u l 
=  - --- 7t  2  r  Z  1(1 - s  n)-. 
fL  -va  2  -v  '<p 
Diese  Funktionen  sind,  wie man  aus  der leicht  angebbaren Integral-
darstellung  ersieht,  sämtlich  ganze  transzendente  Funktionen  von  s,  und 
die  nte  abgeleitete  Zetafunktion  besitzt  reelle  Nullpunkte für 
2k+n 
S =  - -p-,  (k =  0, 1, 2, .. -). 
Straßburg 1.  E.,  Februar  1906. 